
1 * ممدوح أمین * 

                        د ومحدالالغیر  التكامل المشتقة العكسیة و (4-1)                                          
  

   :      F(x)=x3 , G(x) = 3x2إذا كانت الدالة 
F/ (X) = 3x2    F/ (X) =G(x)                            

  G (x)سیة للدالة  ھي المشتقة العك F(X)فأننا نقول أن الدالة  
  إذا كان : تمرین 

F(x) = sin x              ; G (x) = cos x  
    G (X) ھي المشتقة العكسیة للدالة F(x)أثبت أن الدالة 

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................    

    
  F(X) + C   فأن كل دالة على النمط G (X) ھي المشتقة العكسیة للدالة F(x)إذا كانت الدالة : ملاحظة 

   G (X)للدالة  مشتقة عكسیة تكون أیضا
  ) 1(نظریة 

 F(x)  فأن  الدالتان    H (X)العكسیة للدالة المشتقة ھما  : F(x) , G(x)              إذا كانت الدالتان 
G(x) یختلفان إلا في الثابت أي لا  

  
  F /(x) = H (X)  ,  G /(x) = H (X)          F(x) -  G (x)  =  c   

   = = = = = = = = ==  ==  = = = = = = = = = = = = = = = = = = ==  = = = = = = = = 
    F2 (x) = x2+3   F1(x) = x2-1 ;:   في الشكل المقابل الدالتان    
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F1(x) =x2+3

F2(x)=x2 -1

  

  رین اتم 
كل منھما تمثل المشتقة العكسیة      F(x) = x2 -4x +1     ،G(x) = (x-2)2لتكن الدالتان          )1(  

     أوجد  . f(x)للدالة 
  x(F (G(x) ; الذي تختلف بھ الدالتان Cقیمة الثابت  )أ( 

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
   f (x)أوجد الدالة ) ب( 
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
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2 * ممدوح أمین * 

 كل منھما F(X) , G(X)أثبت أن الدالتان  . : F(X) , G(X)یمثل الدالتان : الشكل المقابل  )2(
   f (x)المشتقة العكسیة لدالة و لتكن 
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  :  التكامل الغیر محدد 
  :   قاعدة 

c
n

dxX x n
n







 1

1

    
  )  =n-1( الحقیقیة ماعدا n   وھذه القاعدة لجمیع قیم 

  
   أحسب التكاملات التالیة 

 

  ..........................;............................;....................)1( 432 dxxdxxdxx 

.........)2( 2 
 dxx   

.........)2)3( ( 3
 dxxx  

................................................)46)4( 245(  dxxxx  

........................................................)1)5( 2

312(  dx
x

x              

........................................................)2)6( (  dx
xx  

....................................)()7( 33 2  dxxx  
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3 * ممدوح أمین * 

....................................)321()8( 432  dx
xxx  

 
....................................)3)(3()9(  dxxx  

 
....................................)4()10( 22  dxx  
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1
1

)11(
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



 dx
x
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)11(
3





 dx
x
x

 
 

(12)   ( 4x3+ - 
x

 + 
x
 +1 )  dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

   (13)   (2x3 +
x

– -  x -2 )  dx 

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………. 

  (14 )   x
  x  

 x   
  dx   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

....................................)1()15( 2  dx
x

x  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
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4 * ممدوح أمین * 

....................................)()16( 2  dxxx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

  

....................................)4()17( 


 dx
x

x
  

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
        :تكامل الدوال المثلثیة 

 أولا بعض قواعد حساب المثلثات الشھیرة التي یحتاجھا الطالب        
    (1) sin2 x + cos2 x =1        , sin2 x = 1- cos2 x       ;  cos2 x =1- sin2 x    
   (2) tan2x + 1 =sec2 x  

(3) cot2x + 1 =csc2x     
 

2
2cos1sin;

2
2cos1cos)4( 22 xxxx 




  
(5) sin 2x= 2 sin x cos x  
                      cos2x- sin2x   
 Cos 2x =       2cos2x-1      

                     1-2 sin2x    

     x
x

x
x

x
x

tan
1cot;

sin
1csc;

cos
1sec)6(  

x
xx

x
xx

sin
coscot;

cos
sintan)7(  

 :التكاملات الشھیرة للدوال المثلثیة بعض فیما یلي   

 c
k

kxkxdxcxxdx  
cossin;cossin)1(  

c
k
kxkxdxcxxdx  

sincos;sincos)2(  

  cxxdx tansec)3( 2 

  cxxdx cotcsc)4( 2  
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5 * ممدوح أمین * 

  cxxdxx sectansec)5(  

  cxxdxx csccotcsc)6(  
  
  

   احسب ما یلي 
  

 (1)  sec x (tan x + cos x) dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 

         dx
x

x
 2cos

sin)2( 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 

     dx
x
x

 2sin
cos)3(     

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 

    dx
x  2cos1

1)4(     
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  

 

(5)   sin x 
  sinx

   dx     

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(6)    cos x sin x  
 sin x

   dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  
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6 * ممدوح أمین * 

(7)  csc x ( sec x tan x – cot x ) dx 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 

 (8)    
 cos x   

 dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  
......................................................................................................................................  

(9)   cos x 
 cos x  

 dx   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
……………………………………………………………………………………….. 

(10)  (cos x –   
  cos x

) dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
** (11)  csc x (42 + sin x cos x ) dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(12)   
cos x

    dx *  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………..  

  

(13)    
sin x

  dx *  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
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7 * ممدوح أمین * 

* (14)  (tan2 x + tan4x )  dx   
 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  

 ملاحظة ھامة   

  )()()1( xfdxxf
dx
d

 
  

   أمثلة و تمارین

                     )1cos()(
x

x
dx
dxg                                ;       )()( sin 2xdx

dxf        
 اوجد 

    .............................)()1(  dxxg     
     ……………………………………………………………….......................... 

.............................)cos)(()2(   dxxxf  
................................................................................................................................  

  
   المعادلات التفاضلیة

  
  حل المعادلات التفاضلیة التالیة 

                                                             ; y(  ) = 5  x
y

dx
dy

sec
)1(

2

  
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

.....................................................................................................................................  
  

( 2)    
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8 * ممدوح أمین * 

 
 للتكامل ةالتطبیقات الفیزیائی :-  
 )تتحرك  نقطة على خط مستقیم مبتدئة من السكون ) ا(v(0)=0  m/sec) –   بعجلة مقدراھا    

 6t-8   m/sec2    = a . أوجد 
  .t  كدالة في  و المسافة vالمتجھة السرعة   ) أ(

.........................................................................................................................
.........................................................................................................................  

 . ثواني من بدء الحركة 5 بعد  عن نقطة البدء الجسمبعد   ) ب(
.........................................................................................................................
.........................................................................................................................

.........................................................................................................................  
 
  وكانت قوة الجاذبیة الأرضیة ھي القوة الوحیدة m 490سقط حجر من قمة برج ارتفاعھ ) 2(

   أوجد   a = -9.8 m / sec2 )( المؤثرة علیھ 
   . t و المسافة  كدالة في الزمن  المتجھة السرعة) أ(

.........................................................................................................................
.........................................................................................................................

.........................................................................................................................
.........................................................................................................................

.........................................................................................................................  
  .أوجد السرعة  عند اصطدام الحجر  بالأرض   ) ت(

.........................................................................................................................
.........................................................................................................................

.........................................................................................................................
.........................................................................................................................

.........................................................................................................................  
 

الحركة  (10)
:یتحرك جسم حركة توافقیة بسیطة بعجلة تعطي بالعلاقة التالیة : التوافقیة البسیطة   

 a = – sin t – cos t    ; v(0) = 1   , s(0) = 1  
  أوجد 

  .t كدالة في الزمن s و دالة الموضع vالسرعة المتجھة    ) أ(
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

...................................................................................................................................... 
  . sأوجد أكبر و اصغر قیمة لــ) ب( 

......................................................................................................................................  
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9 * ممدوح أمین * 

 
  الدالة اللوغارتمیة  الطبیعیة و الدالة الآسیة الطبیعیة(4-2)

  یة أولا الدالة اللوغارتیم
  میات السابق دراستھا في العام التالي یوغارتلتذكر قواعد ال

  

     
  

  )دون برھان (نظریة 
 
 x

    f (x) = ln x            f /(x)  =      ( 1 )   

  : نتیجة 
                                                                                                                                      

  g (x)  = ln  f (x)           g/ (x)  =       f
x 

 fx
                              

 
  :أوجد مشتقة كل دالة مما یأتي : تمارین 

( 1) f (x) = ln ( x2 + x +1 )  
  

......................................................................................................................................
...................................................................................................................................... 
( 2)     f (x) = ln (sin x )    

 
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................  

  
( 3)  f (x) = ln  x             
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(1) ln x y = ln x  + ln y  
  

 = ln x – ln y  x
y ln ) 2  (  

 (3)  ln 1 = 0     ,           ln e = 1   
   
(4)  ln x r  = r  ln x   

 
(5) e ln x  = x     
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10 * ممدوح أمین * 


 x

     (4) f (x) = ln     

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………..  

 
  ( 5) f (x) = ln  ( ln x )    
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 
(6) f (x) = log x  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 

(7) f (x) =  ln  
 ln x     

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 
(8)    f (x) = x ln e2

    
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 

  
(9)  f (x) = ( ln x ) 3        
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 

  
(10 ) f (x) =  x  ln x  

   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 
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11 * ممدوح أمین * 

          f (x) = e x: الدالة الآسیة : ثانیاً 

         خواص الدالة الآسیة 

     
  

             ) f(x)  = ex    f/ (x ) = ex                               )    1نظریة 
                            

) f(x)  = e g(x)    f/ (x ) = g/ (x)  e g (x                                              (2)  
  

 dy    تمارین أوجد   
 dx للدوال التالیة  :  

(1) y = e 2x 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  

( 2) y = e x
2-3x +1  

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
(3) y = e sin x   
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
(4) y = x2 ex   

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
(5) y =  e tan x  ln x   
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
(6) y = xe   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………   

  
  

(1) ex   e y = e x +y   
 

(2) e
x 

 e y  = e x- y  

 

(3) e0  = 1 
 
(4) ax = e x  ln  a       
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12 * ممدوح أمین * 

(7) y = 2x   

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(8)  y = e ln x  
 ……………………………………………………………………………………… 

  
(9) y =  ex  
……………………………………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………….. 

 

(10) y = e
x

 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 

 
  التكامل : ثانیا

  d x = ln |x |+ c   
x       (1 )   

(2)     f x 
 fx

  dx  = ln|  f (x)| +c    

   
(3)  ex dx   = ex + c                       ;  (4)  e f(x)  f (x) dx   = e f(x)  + c  
   

   -: احسب ما یلي : تمارین 
  cot x  dx (1)   

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………        

 
 (2)   tan x  dx      
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………  

(3)    x 
 x 

  dx      

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………  
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(4)  
x ln x  dx     

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………  

 (5)    ln x 
 x    dx   

……………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………… 

 (6)   
 ax b

   dx 

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………  
 

  

(7)    tan x 
 tan x  dx     

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 

(8)   x 

 x 
   dx      

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
 

(9)   
  x 

  dx   

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(10 )    x 
 x

 dx   

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(11)    e -x dx        
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(12 )    x e x
2 +1  dx  

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
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


dx
x

x
e

3

2

)13( 

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
(14)   sin x   e cos x dx   
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 

(15 )     e tan x  
 cos x

   dx     

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(16 )  e x2 +  ln x   dx  
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(17 )   ln ( e x ) dx     
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(18 )    2 x  dx        
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(19 )   e

2
 dx  

………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(20)   e e -x dx       
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
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  : التفاضلیة ت حل المعادلا) 21(
yxe

dx
dya )(     

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
              

        1)0( y         ,1)
4

(/ 
y                     ; x

dx
ydb 2
2

2

sec)(   

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

.....................................................................................................................................  
  
    والذي یمرy =e-xأوجد معادلة المماس ومعادلة الخط  العمودي على منحني الدالة ) 22(

  . بنقطة الأصل )ب(  (1, 0)                                                    بالنقطة ) أ (
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
.....................................................................................................................................  
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16 * ممدوح أمین * 

                                        التكامل المحدد )  4- 3(                                          
  

  : حساب المساحة بین المنحنیات بطریقة التقریب بالمستطیلات 
  :تمرین 

  وبین محور السینات و f (x)  أوجد المساحة تحت منحني الدالة  f (x) =x2 +1    - :         لتكن الدالة 
   فترات جزئیة متساویة مستخدما5ً إلي [ 3 , 1 ]   بتقسیم الفترةx=1 , x= 3المستقیمات  

  طریقة التقریب المنتصفي) ج(طریقة التقریب الیساري          ) ب(طریقة التقریب الیمیني              ) أ(
  

  
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

.....................................................................................................................................   
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17 * ممدوح أمین * 

  تعریف التكامل المحدد 
   وكانت   [ a , b ] معرفة على الفترة  f(x)                           إذا كانت الدالة 

Ixcf k

n

k
k

p




)(
10||||

limة مھما كانت طریقة التجزئ P و الأعداد Ck فأن    

ز  و یرمز لھا بالرم[ a ,  b ] على الفترة  f (x) النھایة السابقة  تسمي تكامل الدالة
b

a

dxxf     أي )(

   xc k

n

k
k

p
f 



)(
10||||

lim =  
b

a

dxxf )(  

  . الحد الأعلى للتكامل b الحد الأدنى للتكامل و aویسمي 
  )مستعیناً بالرسم (احسب التكاملات المحددة التالیة :  أولا




5

1

3)1( dx  

  

 
4

1

2)2( dx  

 


5

2

)3( xdx  

 




3

3

)4( xdx  

 

 
4

1

)1()5( dxx  

 
  ارسم بیانیاً الدالة على الفترة المعطاه ثم أوجد تكامل الدالة على الفترة :  ثانیاً  

(a)  y = | x |                         ; [ -1 , 3 ]  
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18 * ممدوح أمین * 

 
(b) y = 2 x + 2                    ;  ; [-2,] 

  

      
  

   ثانیا مستعینا بالسم احسب التكاملات المحددة التالیة 




3

3

)( dxxf 1) ( 

  

(2) dxx



3

3

29  

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y
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19 * ممدوح أمین * 





1

1

299 dxx  (3) 

         
   





4

4

216 dxx  (4) 

   
  

              4)5(
2

2

2 


x   

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

  y = -x^2 +4
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20 * ممدوح أمین * 

  
(c) (b) y =  x2 +2 x -3                      ; [-3,1] 

  طول القاعدة ، A= 2/3 b h ، bقانون أرشمیدس ا لمساحة تحت قوس القطع المكافئ  ھي : إرشاد (
h الارتفاع(  
  

      

dxx )4()6(
2

0

2   

   
 

     

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

x

y

 y = x2 -4 

 
 (d)  y = 3x-x2                     ; [1 , 4] 
 

 
 
 
 
 
 
 

لإیجاد مساحة المنطقة :في الشكل المقابل 
نلاحظ : باستخدام قاعدة أرشمیدس المظللة 

       b=4 , h =4أن 

      3
2

3
2 1044 A  

  3
2

1

3

2 10)32( 


dxxx 
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21 * ممدوح أمین * 

  :قواعد التكاملات المحدودة
( 1)           f(x) dx =  -          f(x) dx 

 
 

(2)                             = 0     
           

 
b

a

b

a

dxxfkdxxkf )()()3(  

  
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(()4(   

  
b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()()5(     

 
b

a

abfdxxfabf )(max)()(minb , a  [    x  , f  max <) x( f< fmin : If) 6(    

 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(     ]   b , a  [    x , ) x( g <) x(f:  If )  7(    

    0)( 
b

a

dxxf   ]   b , a  [    x ,   0  >) x(f:  If )  8(       

   -:تمارین 
  :أولا         

cxdyyfa                                                        :  إذا علم cأوجد قیمة )  1(
x

 2cos)()(


 

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................  

  

                           cxdyyfb
x

 ln)()(
1

     

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................  

 :               دون حساب التكامل max f , min f     أوجد لكل من التكاملات التالیة A , B في التمارین)  ثانیاً(

                        dx
x

A 
10

1

1)(     

         
 

b 
 
a 

a 
 

b 

a 
  f(x) dx    

a 
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22 * ممدوح أمین * 

dx
X

B  

1

0
21

1)( 

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................  

                                                    
 أجب عن الأسئلة الآتیة ) ثالثاً ( 

  ..124)1(
2

 adx
a

 

        .....k                                        8)2(
2

2




kdx 

 
 (3)   f(x )                         = 2                               n = {                      }           

 
 
 

(4)                          = 0                           n = {                      }           
  

 
(5)   f(x )                                                                                                                         

  . مع التفسیر{                      }:  ھي bوعة  قیم فأن مجم
  

(6)  f(x) > 0  ;      x  [ a , b ]   ,                                                                       
                    

  فسر لماذا                                                
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
  
  دون حساب التكامل بین لماذا) رابعاً(

dxxdxx  
1

0

1

0

2)1(   

  
...................................................................................................................................... 

 dxxdxx  
2

1

2

1

2)2(  

...................................................................................................................................... 
      

1  

 x n d x     
1-  

  دالة فردیة   ,
b  

 f(x ) d x = 0    
-2 

1  

 x n d x     
1-  

1  

 x n d x     
0  

f(x)] دالة تزایدیة    
a  

 f(x ) d x  < 0    
b 
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23 * ممدوح أمین * 

dyأحسب )    خامساً  (
dx  لكل مما یأتي   :  

  
2

1

)()1( dxxfy   

(2) y =                                          
  

)(4             :إذا كان ) : سادساً ( 
5

1

 dxxf       ;        10)(2
6

1

 dxxf  

          
5

6

)( dxxf                     فأوجد    

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................  

إذا كانت  : الإزاحة  الأفقیة  و الرأسیة ) أ ( سابعاً    
b

a

kdxxf      فأن )(

kdxcxf
cb

ca






)()1(                            ; )())(()1( abckdxcxf
b

a

  

تمارین إذا كان  
3

1

4)( dxxf فأوجد           

                                                                                     
4

2

)1()( dxxfa      

 
2

0

)1()( dxxfb     

    
3

1

)1)(()( dxxfc  

     
3

5

)2)2(()( dxxfd  

إذا كان  )  ق التضیی–الاتساع )  ( ب  ( 
b

a

kdxxf        فأن   )( 
cb

ac

ckdxcxf )/(    

   

                       : فمثلا  
2

1
3
72dxx نجد أن          

4

2
3

142)2/( dxx ،      
1

5.0
6
72)2( dxx  

  
  
  
  

Sin x2 d x       
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24 * ممدوح أمین * 

إذا كان     : تمرین  
1

0

4)( dxxf فأوجد         


3

0

)3/()( dxxfa  


5.0

0

)2()( dxxfb       

  
              أحسب كلاً من المجامیع التالیة: تاسعاً 

  
(1)                                 

 
 
 

(2)    
    أثبت أن

     
(3)   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

15   
   r 

r =1  
  

n    
  (  6r2 +2r +5 ) = 2n3 + 4n2 +7n  
r =1  

  

10    
   r2 

r =1  
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25 * ممدوح أمین * 

  :نظریة القیمة الوسطي في التكامل 
   ھي [a ,b] فأن القیمة المتوسطة على الفترة [ a , b] دالة متصلة على  f(x)إذا كانت الدالة 




b

a

dxxf
ab

fav )(1)(    

  : بحیث یكون a < c < b:  بحیثcیوجد عدد و 




b

a

dxxf
ab

cf )(1)(  

  : تمارین 
 المتوسطة للدالة في الفترة المعطاة عند أي النقاط في الفترة تأخذ الدالة ھذه القیمة قیمةالأوجد  )1(

   .    المتوسطة
    f(x) = x2 +1  ; x     [ 1 , 3 ]     (A)  

…
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 

 (B)  f(x) = sin x   ; x     [ 0 , 


 ]  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
(c)  f(x) = 0.5x2 - 1  ; x     [0, 2 ]  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  
 (d)   f(x) = e

x
  ; x     [0, 1]    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
                            ; [1 ,  9]   xye )( 

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  
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26 * ممدوح أمین * 

  النظریة الأساسیة للتفاضل و التكامل) 4-4(
  

  ) 1 الجزء( الأساسیة النظریة

 معرفة كما یلي Fالدالة  و [a , b] دالة متصلة على f إذا كانت 
X

A

dttfXF )( فأن   )()( xf
dx
dF   

أوجد : تمارین 
dx
dy في كلاً مما یلي :  


X

tdty


sin)1(    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 


2

0

cos)2(
X

tdty    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 


1

)3(
x

dtty    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 

 


x

x

dt
t

ty
2

1
)4(    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
 

    ثابتة  f (x)  فأن الدالة  f /(x) =0إذا كانت :ملاحظة 
  
   حیث  و أوجد قیمة الثابت  ثابتة f(x)أثبت أن الدالة  ) 5(

dt
t

dt
t

xf
xx

 





/1

0
2

0
2 1

1
1

1)(  

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................  

......................................................................................................................................  

 
x

xxdyyf
1

sin)()6(     

   f(2)فأوجد 
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27 * ممدوح أمین * 

)()(8بفرض أن ) 7(
0

 
x

dttfXG حیث ،   f و المبین رسمھا البیاني كما  0,10] دالة متصلة على الفترة 

  أوجد كلاً من .   یلي 

  
  
  
  
  
  
  
 یعطي بالعلاقة التالیة  )بالثواني (tعند الزمن اثیات لجسم یتحرك على محور إحد  sدالة الموضع ) 8(

6)()(
0

 
t

dttvts والرسم البیاني للدالة   v  أجب عن الأسئلة التالیة      . كما ھو موضح بالرسم  

  
           

  
  
  
  
  

 g(0) ، g(4) ، g(7)  ) أ(
..............................................................

..............................................................
............................................................. 

 . یمر بنقطة الأصلg(x)ھل منحني   ) ب(
............................................. 

 اكبر ما یمكن g    تكون xعند أي قیمة لـ   ) ت(
 .التعلیلو أصغر ما یمكن مع 

..............................................................

.............................................................. 

أحسب   ) ث(
10

0

)( dxxf  ، g(10) 

..............................................................
..............................................................  

 .ھل النتیجتین متساویتان ؟ فسر 

   = t =8 2 t ,ما موقع الجسیم عند) أ( 
...................................................
...................................................  

أحسب المسافة التي تحركھا الجسیم ) ب(
  .لثواني  الثمانیة الأولي خلال ا

...................................................

...................................................  
  
  .متي یمر الجسیم بنقطة الأصل ) ج(

...................................................
..................................................  

حدد الفترات التي یتحرك فیھا الجسیم ) د(
نحو نقطة الأصل ، والفترات التي یتحرك 

  .بعیداً عن نقطة الأصل 
..................................................  
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28 * ممدوح أمین * 

لیكن      ) 9 ( 
X

dttfXG
2

1)()( ،  f البیاني  و المبین رسمھا [8 , 2-] دالة متصلة مجالھا   .  
  

   
  
  
    ،  f (x) = sec x tan x:   إذا كانkأوجد قیمة )  10(

 
x

x
dttfkdttf

0
)()(



 
 
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
    ،  f (x) = cos x  csc x:   إذا كانkأوجد قیمة )  11(

 
xx

dttfkdttf

24

)()(
         

 
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
  
  
  
  

  G(-2) , G(8)أوجد ) أ ( 
.................................................

.................................................
.................................................
.................................................  

   . Gعین أكبر قیمة للدالة)ب ( 
.................................................

................................................  
 G التي تكون عندھا xعین قیم ) ج(

  .  أكبر ما یمكن و أصغر ما یمكن 
.................................................
.................................................  
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29 * ممدوح أمین * 

 ھي المشتقة F  و كانت الدالة  ] b , a[   متصلة على fإذا كانت الدالة  :  )2( الجزء الأساسیة النظریة
     فأن [ a , b ] في الفترة f) تكامل (العكسیة للدالة

)()()( aFbFdxxf
b

a
  

   ) 2الجزء (باستخدام النظریة الأساسیة 
dxx )1()1(

2

1

2       
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
 

dx
x

x )1()2(
9

1


   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

dxxx )2()3(
4

0
     

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

dxx )(sin)4(
2

0


  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

dxe x )()5(
1

1

2   
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

dxxx )tan(sec)6( 4

0


  
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
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30 * ممدوح أمین * 


2

1
||)7( dxx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  

  
  .أوجد المساحة الكلیة للمنطقة المحصورة بین المنحني و محور السینات ) 8(

(a) f (x) = -x3  -7x2 +10x  
 

  
   

  =  = = = = = = = = = = = = = = =  = = = = =  = =  = = = = = =  = =  = = = = = = = =   
                                                                                                                          

2)3(416)(  xyb  
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31 * ممدوح أمین * 

  التكامل بالتعویض ) 5-4                                        (
  
  

  :أحسب التكاملات التالیة 
   (2x +1 )9  dx   (1)  

  u= 2x+1أرشاد ضع 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………….………………………………………………..  

  

                9)31(
)2(

x
dx    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 (3) 


  x  dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
 
 (4)  (x2 -3)5 x dx  

)   u = x2-3أرشاد ضع (
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………….. 

 

            2
51 )1()5(

x
dx

x      

ضع    : إرشاد 
x

u 11    
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
……………………………………………………………………………………….. 
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(6)   sin3 x cos2 x dx   
        u = cos xضع  : إرشاد       

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
. 
(7)  sin7 x dx    

)   u = cos xأرشاد ضع (
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………. 
 

(8 )   cos x  
 x

 dx     

xuأرشاد ضع (  1   (
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(9)  sin2 (sin x ) cos x dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  
......................................................................................................................................  

(11)   x 
 x  x    

 dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  

......................................................................................................................................  

(12)     sin x 
 cos x  cos x 

   dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  

......................................................................................................................................  
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(13)  


 x  x   dx   
)   u = x2+1أرشاد ضع ( 

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

……………………………………………………………………………………….. 

(14)  dx 
 sinx  cos x  cos x

 dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(15)   x(x-5)7 dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
 

(16)  (x +3)(2-x)5 dx  
     u = 2-xإرشاد  ضع 

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
(17)   (x -3)(x2 -4x+7)3/2 dx    

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………. 
 

(18)  x2(x2 -3)4 dx   
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 
  

(19)  (x -2) x x    dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

   

Create PDF files without this message by purchasing novaPDF printer (http://www.novapdf.com)

http://www.novapdf.com
http://www.novapdf.com


34 * ممدوح أمین * 

(20)  
x

 (3 - x )3 dx   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

 

(21)  x7(1 +x )7 dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

 
   

(22)    (x2 -6x +9)4 dx   
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

 
 

(23)  
 x  x     

 dx    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….…………
………………………………………………………………………………………. 

 

(24)  x10 (1 -x )9 dx 

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….…………
……………………………………………………………………………………….. 
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(25) xdxx
4

0

22 sectan


             

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

 
 

(26)  cot2 x csc2 x  dx 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 
 

(27)  ( cot3 x csc x)2 dx 
 

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

(28)  x sin x     
 x 

  dx   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 
 

(29)   csc  x  
x

      dx   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 
 

(30)   sin x cos x 
sin x

      dx           

  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 
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(31)  

4

0
2 tan1cos

1


dx
xx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 

(32) dxxx )144(
4

1

2    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………….………… 
 

 
dx

xx 10

1)33(  

ضع : إرشاد ( 
x

u 1(   
……………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 

 

    : ملاحظة ھامة                cxfdxxfxf
2

)()()()1(
2

/
  

cxdx
x

xdx
x
x

  2
)(ln1lnln 2

 

                              c
n

xfdxxfxf
n

n 





 1
)()()()2(

1
/

     
 

   sin 5x cos x dx =  cx


6
sin 6

 

  التفاضلیة التالیة لةحل المعاد
(2x +1) dy + (3y +2) dx = 0  

……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………… 
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   كامل بالتجزئالت(4-6)
  اوجد :   أولا 

                                              (x-2 ) (x+3) dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
  x sin x2 dx 
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

  اتك السابقة ھل یمكن إیجاد في ضوء  معلوم
 x sin x dx  
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

      du v   -   uv   =  dv u    :                                    قاعدة 
           
  أوجد التكاملات التالیة بالتجزئ :تمارین 

(1)   x cos x dx  
Let   u = x                              ; dv  = cos x dx  
       d u = dx                          ; v    = sin x   
  x cos x dx  = ………………   -   …………  
                         =……………….. - …………..+ c  
(2)  x e x dx  
Let   u = ………..                              ; dv  = …… dx  
       d u = ……….                             ; v    = …….   
     x e x dx  =  ………………   -   …………  
                         =………………..   - …………..+ c  

        dv  وللجزء الأخر بالرمزu نرمز لھ بالرمزفكثیرة حدود جزء  على  إذا احتوت الدالة: ملاحظة
(3)   x2 sin x dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
 (4)   x2   x   dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
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(5)    x 

 
 

  x
    dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 

 
(6)  ex sin x dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

  

(7)   x  
 secx

   dx 

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

(8)  x 
 cscx 

 dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
(9)           cos x  sin x dx  

 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
………………………………………………………………………………………..  

  
(10)             ln x  dx     

  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

  e 
  
1 

   
  
0 
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  : التكامل الجدولي 
  استخدم التكامل الجدولي في إیجاد     :  مثال  xdxx cos2    

    
  شاراتالإ   و مشتقاتھا g (x) f (x)و تكاملاتھا 

cos x x2 +  
sin x 2x -  
cos x-  2 +  
sin x -  0  -  

  
cxxxxxxdxx  )sin(2)cos(2sincos 22 

cxxxxxxdxx  sin2cos2sincos 22   
  

  أحسب :  باستخدام التكامل الجدولي 
(11)   x2 sin x dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 

      فاوجد قیمة f(2) =5 , f(0)=2 , f/(2) =1 , f/(0) = -2 , f //(2) =3 , f //(0) =2إذا كان  ) 12( 

    dxxfx )(///
2

0

2   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
 
(13 )  ex sin x dx  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
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  تمارین على تكامل الدالة النسبیة    (4-7)                                    
  

  ) درجة البسط أقل من درجة المقام : أولا ( -:أحسب التكاملات التالیة 

(1)     x
x 

   dx   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………. 
(2)  x 

x x   
 dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
dx

xx 32
4)3( 2  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………..………………… 

 
 dx

x
x

4
1)4( 2  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

 
 dx
xx

x
127

2)5( 2  
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 
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  (x-a)ملاحظة إذا احتوي المقام على عامل مكرر 

 
 dx

xx
x

2)1(
2)6(  

2
327423)12(2)12(1222

31211
1)10(200

)1()1(2
)1(1)1(

2

2

2

2

22

















BBBx

CCx
AAx

CxxBxxAx
x

C
x

B
x
A

xx
x

 

 ونترك للطالب إكمال الحل 
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………  

 

 
dx

xx 2)1(
2)7(  

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
...................................................................................................................................... 
 

 
 dx

xx
x

)2(
1)8( 2  

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
...................................................................................................................................... 
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  ا كانت درجة البسط أكبر أو یساوي درجة المقام  ثانیاً   إذ

)(  على الصورة  f (x)        نكتب الدالة 
)()(

xh
xrxq  حیث درجة  r(x)  أصغر من درجة h(x)  

      نوجد الكسور الجزئیة المكافئة للكسر المركب 
)(
)(

xh
xr  - نوجد التكامل كما سبق   

 

           
dx

xx
x

2
)9( 2

2

  
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................  
 

           
 dx

x
xx
9

)10( 2

2

  
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

...................................................................................................................................... 
  

 
 dx

xx
xx

2
2)11( 2

3

  
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

......................................................................................................................................
......................................................................................................................................

...................................................................................................................................... 
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(12)      x x  
 x x

 dx    

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
 

(13)      x
 

 x  
 dx      

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
 

14)      x x 
 x xx

   dx      

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 

15)      x 
 xx 

     dx       

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
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(16)     xdx 
 x x 

  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………….. 
 

(17)     x 
 x x        

dx  

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………..… 

(18)      x 
 xx

 dx   

………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………… 
 

  أوجد الكسور الجزئیة المكافئة للكسر المركب 

1
13)1( 3

2




x
xx

 
 
 
. 
 

xxx
x

44
1)2( 23

2



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